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‰È¯ËÓÂ‡È‚
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‰ÙÈÁ†˙ËÈÒ¯·ÈÂ‡†¨Èˆ¯‡†ÌÈ¯ÂÓ†ÊÎ¯Ó†¨˜È˜ÂÒ ÏÎÈÓ†∫ÌÂ‚¯˙

Ï˘ ˘‡¯‰ ˙‡ ‚ˆÈÈÓ‰†¨ÔË˜‰†ÚÂ·È¯‰ Ï˘ ‰Â˙Á˙‰ ‰ÈÙ‰

È˙Ï· ¯ÙÒÓ· Ì¯‚Ë‰ ¯‡˘· ˙Ú‚Ï ‰ÏÂÎÈ†¨ÛÙÂ˙Ó‰ „ÏÈ‰

„È‰Â Û˙Î‰ ˙‡ ‚ˆÈÈÓ‰ Â˜‰ Í¯Â‡Ï† ¨˙Â„Â˜ Ï˘ Ï·‚ÂÓ

ÂÊ ‰ÎÈ˙Á ˙Á‰ È„È ÏÚ ÌÈÏ·˜Ó˘ ˙Â¯Âˆ‰˘ ÔÂÎ†Æ˙Ë˘ÂÓ‰

Ô·ÂÓ· Í‡†¨ÂÊÓ ÂÊ ˙ÂÂ˘ „Â‡Ó ‰ÈÈ‰˙ ‡Ï ˙ÂÂ˘ ˙ÂÁÂ˙·

Æ˙Â„¯ÙÎ ‰·˘Á˙ Ô‰ ¯˙ÂÈ· ˜ÈÂ„Ó‰

˙ÂÈˆ‡È¯ÂÂÏ Ï˜˘Ó Â˙Â‡ ˙˙Ï È˘ÚÓ È˙Ï· ‰Ê ‰È‰È ÌÏÂ‡

˙ÂÂ˘ ˙Â¯Âˆ È˙˘ ÔÈ· ÌÈÏ„·‰ÏÂ†¨Ì¯‚Ë‰ ˙Â¯Âˆ· ˙ÂË˜

ÌÈÓÏÚ˙Ó˘Î† ¨Ì‡‰† ¨˙Â‰˙Ï Ô˙È ÈÚ·Ë ÔÙÂ‡·† ÆÔÈËÂÏÁÏ

ÌÈÓ¯‚Ë ‰ÓÎ¢†̈ ‰Ï‡˘‰ ̇ ‡ ÏÂ‡˘Ï Ô˙È ̈ ˙ÂËÂÚÙ ̇ ÂÈˆ‡È¯ÂÂÓ

¨ÔÈÙÂÏÈÁÏ†Æ‰¯Â¯· ‰·Â˘˙ Ï·˜Ï È‰˘ÏÎ ‰ÂÂ˜˙·†¨¢øÌÈÓÈÈ˜

ÌÈÂÒÓ ‚ÂÒÓ ˘È ÌÈÓ¯‚Ë ‰ÓÎ¢†‰Ï‡˘‰ ˙‡ ÏÂ‡˘Ï ¯˘Ù‡

¢ø‰ÊÎÂ ‰ÊÎ

±†¯ÂÈˆ

‚ÂÂ ‚‡ÈÒË ÂÙ† ¨ÌÈÈÒ ÌÈ‡˜ÈËÓ˙Ó È˘† ¨±π¥≤† ˙˘·

ÌÈÓ¯‚Ë ‰ÓÎ¢†∫‰Ï‡˘‰ ÏÚ ÂÚÂ†¨ÂÏ‡˘†¨‚ÂÈÒ‰ Èßˆ≠Ô‡ÂßˆÂ

ÌÈÁÂË· ̇ ÂÈ‰Ï ÌÈ·ÈÈÁ Â‡†¨ÍÈ˘Ó˘ ÈÙÏ†¨˙ÚÎ ¢ø˘È ÌÈ¯ÂÓ˜

¯ÓÂÏ Ô˙È†¨Ò‚ ÔÙÂ‡·†Æ‰Ê ̄ ˘˜‰·†¢¯ÂÓ˜¢†Ï˘ ̇ ÂÚÓ˘Ó‰ È·‚Ï

Æ‰˙Â‡ ÛÈ˜Ó‰ Â˜· ÌÈÚ˜˘ ‰Ï ÔÈ‡˘ ÂÊÎ ‡È‰ ‰¯ÂÓ˜ ‰¯Âˆ˘

˙Â¯Âˆ ˙‡ ÌÈÙÈ˜Ó‰ ÌÈÂÂ˜‰ ÂÓÎ©†˙ÂÈÂÂÊ ÌÚ ˙Â¯Âˆ ¯Â·Ú

‰Ë˜ ̇ ÂÈÂÂÊ‰Ó ̇ Á‡ ÏÎ˘†¨‡È‰ ‰Ê Ï˘ ̇ ÂÚÓ˘Ó‰†¨®Ì¯‚Ë‰

‰ˆÂÁ‰ ̇ ÂËÏÂ· ̇ ÂÈÙ‰ ÏÎ˘ ̈ ˙Â¯Á‡ ÌÈÏÈÓ·†ª˙ÂÏÚÓ†±∏∞≠Ó

Ï„·‰‰ ˙‡ ˙Â‡¯Ï ¯˙ÂÈ· ‰ËÂ˘Ù‰ Í¯„‰ Í‡†Æ‰ÓÈÙ ÌÂ˜Ó·

˙ÎÈ˙Á ÔÈÈÓ„Ï ‡È‰ ¨‰¯ÂÓ˜ ‰È‡˘ ÂÊÎ ÔÈ·Ï ‰¯ÂÓ˜ ‰¯Âˆ ÔÈ·

ÌÈÓ¯‚Ë· ÌÈ‡Â¯˘ ÈÙÎ†¨‰¯Âˆ‰ ·È·Ò ÁÂ˙Ó‰ ÈÓÂ‚ Â‡ ËÂÁ

∫ÔÏ‰Ï˘†≤†¯ÂÈˆ·

A

≤†¯ÂÈˆ

Ê‡†¨‰Ï˘ ‰ˆ˜‰ ·È·Ò Í¯„‰ ÏÎ Í¯Â‡Ï ‰¯Âˆ· Ú‚Â ËÂÁ‰ Ì‡

‰ˆ˜ ÔÈ·Ï ËÂÁ‰ ÔÈ· ÌÈÁÂÂ¯ ˘È Ì‡ Í‡†ª‰¯ÂÓ˜ ‡È‰ ‰¯Âˆ‰

¨‰¯ÂÓ˜ ‰È‡ ‰¯Âˆ‰ ÈÊ‡†¨≤†¯ÂÈˆ·˘†A≠· ‰¯Â˜˘ ÈÙÎ ̈ ‰¯Âˆ‰

Æ‰Ï‡  ÌÈÁÂÂ¯  ÌÈÚÈÙÂÓ  Â·  ÌÂ˜Ó·† ¨‰¯ÂÚ˜  ‡Ï‡

¯˘˜‰·†¢¯ÂÓ˜¢†Ï˘ ̇ ÂÚÓ˘Ó‰ ‰Ó ̃ ÂÈ„· ÌÈÚ„ÂÈ Â‡˘Î†̈ ‰˙Ú

È„È≠ÏÚ ‰Ï‡˘˘ ‰Ï‡˘‰ ˙‡ ·Â˘ ÔÂÁ·Ï ÌÈÏÂÎÈ Â‡† ¨‰Ê

·Â¯˜†¢ø˘È ÌÈ¯ÂÓ˜ ÌÈÓ¯‚Ë ‰ÓÎ¢†∫ÌÈÈÈÒ‰ ÌÈ‡˜ÈËÓ˙Ó‰

Ì˘È˘ ̄ ¯·˙Ó Í‡†¨ÏÂ„‚ „Â‡Ó ‰È‰È Ì¯ÙÒÓ˘ ̄ Ú˘˘ È‡„ÂÂÏ

°„·Ï· ¯˘Ú≠‰˘ÂÏ˘
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∫·† ÌÒ¯Ù˙‰˘©† ¨ÂÊ ‰‡ˆÂ˙ ÌÈÁÈÎÂÓ Â·˘ ¯Ó‡Ó·

¨(American Mathematical Monthly, Vol. 49 (1942), p. 596)

ÌÈÓÂ˘¯ ˜¯ ‡Ï‡†¨ÌÈÓ¯‚Ë‰ ¯˘Ú≠‰˘ÂÏ˘ ÌÈ¯ÈÂˆÓ ‡Ï

∫‡·‰ ÔÙÂ‡·

ÌÈ˘ÏÂ˘Ó±

ÌÈÚ·Â¯Ó∂

ÌÈ˘ÓÂÁÓ≥

ÌÈ˘Â˘Ó≥

ÌÈÓ¯‚Ë‰ ¯˘Ú≠‰˘ÂÏ˘ ÏÎ ˙‡ ÌÈ‡È·Ó Â‡ ‰Ê ˜¯Ù·

È„ Ì‰ ‰ÓÎ Í‡† ¨˙Â·Ï „Â‡Ó Ï˜ Ì‰Ó ˜ÏÁ ÆÌÈ¯ÂÓ˜‰

ÈÏ·Ó†¨ÌÏÂÎ ˙‡ ˙Â·Ï ˙ÂÒÏ ‰ˆ¯È ÈÏÂ‡ ‡¯Â˜‰†Æ¢ÌÈÈ˜È¯Ë¢

ÌÈÚÈÙÂÓ‰†±≤≠±†ÌÈÓ¯‚Ë©†˙ÂÂ˙‰ ̇ Â¯Âˆ· Ì„Â˜ ÏÎ˙Ò‰Ï

ÍÎ ¯Á‡Â ˙Â¯Âˆ· ÔÂ·˙‰Ï ÏÂÎÈ ‡Â‰˘ Â‡†¨®¯Ó‡Ó‰ ÛÂÒ·

‰¯˘Ú-˘ÂÏ˘Ï ÚÈ‚‰Ï ˙Ó ÏÚ ÆÌÈÓ¯‚Ë‰ ˙‡ ˙Â·Ï ˙ÂÒÏ

Ì¯‚Ë‰ ˙‡ Ì‚† ÔÂ·˘Á·† ˙Á˜Ï ÍÈ¯ˆ† ¨ÏÎ‰ ÍÒ ˙Â¯Âˆ

Æ≤†¯ÂÈˆ·˘

‰¯Â˙Ù È˙Ï· ‰ÈÚ·
ÍÎ ÏÎ Ì˘È†¨ÌÈ„ÁÂÈÓ ÔÎ‡ Ì‰ ÌÈ¯ÂÓ˜‰ ÌÈÓ¯‚Ë‰˘ ¯Â¯·

Ï˘ ÌÈ¯Á‡ ÌÈ„ÁÂÈÓ ÌÈ‚ÂÒ ÏÚ ·Â˘ÁÏ ÏÎÂ Ì‡‰†ÆÌ‰Ó ËÚÓ

‡Ï ÔÈÈ„Ú Í‡†¨ÌÈ¯ÂÓ˜‰ ¯˘‡Ó ¯˙ÂÈ Ì‰Ó ÂÈ‰È˘ ¨ÌÈÓ¯‚Ë

˙‡Ê ‰˘Ú ‡Ï ̆ È‡†¨ÈÏ ÚÂ„È˘ ‰ÓÎ „Ú†øÌ‰Ï˘ ÈÙÂÒÈ‡ ̄ ÙÒÓ

˘Á˘ ÈÓ ÏÎ ̇ ·ÂËÏ†¨‰Ê ‚ÂÒÓ ‰ÈÚ· ÚÈˆ‰Ï „ÓÂÚ È‡ Í‡†¨ÔÈÈ„Ú

Ì¯‚Ë‰ ‚ÂÒ ˙‡ ÔÈÈˆÏ ÂÈÏÚ ˙È˘‡¯ Æ‰˙È‡ „„ÂÓ˙‰Ï ‰ÈÈË

Æ¯·„Ï ÌÈ„ÓÂÚ Â‡ ÂÈÏÚ

˙ÂÚÏˆ‰ Â·˘ Ï„Â‚·†¨Ì¯‚Ë ˙ÂÎÈ˙Á Ï˘ ËÒ ÔÈÈÓ„ ‰·‰

Ê‡†Æ„Á‡†ßıÈ‡ Ï˘ Í¯Â‡· Ô‰ ÌÈË˜‰ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰ Ï˘ ˙ÂÂ˘‰

±Æ¥±¥†Í¯Ú· ‰È‰˙ ‰Ï‡ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó Ï˘ ˙È˘ÈÏ˘‰ ÚÏˆ‰

ÚÏˆ ÏÎ†¨˙ÚÎ†Æ®≤†Ï˘ ÈÚÂ·È¯‰ ˘¯Â˘‰†¨˜ÂÈ„ ¯˙ÈÏ©†ÌÈßˆÈ‡

¨‰Ï‡‰ ÌÈÎ¯Â‡‰Ó „Á‡· ‰È‰˙ ‰Ê ËÒ Ï˘ ˙ÂÎÈ˙Á‰ ÏÎ Ï˘

ÌÈÏÂÎÈ Â‡ ÍÎÈÙÏÂ† ¨‰Ï‡‰ ÌÈÎ¯Â‡‰Ó „Á‡ Ï˘ ‰ÏÂÙÎ Â‡

ÌÈÚË˜Ó  ̇ ·Î¯ÂÓÎ†¨˙ÂÎÈ˙Á‰Ó ̇ Á‡ ÏÎ Ï˘ ÚÏˆ ÏÎ ÔÈÈÓ„Ï

ÂÈ‰È ÚÏˆ ÏÎÏ†ÆÌÈßˆÈ‡†±Æ¥±¥ Â‡ ßıÈ‡†±†Â‡ ‡Â‰ ÌÎ¯Â‡˘

,Ì¯‚Ë‰ ˙ÂÎÈ˙Á ˙‡ ‰‡¯Ó‰†≥ ¯ÂÈˆ·†ÆÌÈÚË˜ È˘ Â‡ „Á‡

Æ˙Â„Â˜ È„È≠ÏÚ ÌÈÓÂÒÓ ÌÈÚË˜‰ ˙ÂÂˆ˜

≥†¯ÂÈˆ

È˙˘˘ ÌÚÙ ÏÎ·˘†¨ÂÊÎ ‰¯Âˆ· ‰·˘ Ì¯‚Ë ÂÈÈÓ„ ˙ÚÎ

ÏÎ Ï˘ ÌÏ˘ ÚË˜ Í¯Â‡Ï ˙ÂÚ‚Â Ô‰†¨ÂÊ· ÂÊ ˙ÂÚ‚Â ˙ÂÎÈ˙Á

ÌÈÏÈÓ·†ÆÌÈ„ÎÏ˙Ó ‰Ï‡‰ ÌÈÚË˜‰ ˙ÂÂˆ˜˘ ÍÎ†¨Ô‰Ó ˙Á‡

˙ÂÂˆ˜ È˘· ˙Â„Â˜‰† ¨˙ÂÚ‚Â ˙ÂÎÈ˙Á È˙˘˘Î† ¨˙Â¯Á‡

Æ¥†¯ÂÈˆ· ˙‡Ê ˙Â‡¯Ï Ô˙È†ÆÂ„ÎÏ˙È ÌÈÚË˜‰

¥†¯ÂÈˆ

¨˙ÂÎÈ˙Á‰ ˙‡ „ÁÈ ÁÈ‰Ï Ô˙È ‰· Í¯„‰ È·‚Ï ‰Ï‡ ÌÈˆÂÏÈ‡

¨È˘ „ˆÓ†ª¯ÂˆÈÏ Ô˙È˘ ‰¯Âˆ‰ ‚ÂÒ ˙‡ ¯ÎÈ ÔÙÂ‡· ÌÈÏÈ·‚Ó

‰È¯Â‚Ë˜Ï ˙ÎÈÈ˘ ÌÈÈÈÚÓ „Â‡Ó ÌÈÓ¯‚Ë Ï˘ ‰ÏÂ„‚ ˙ÂÓÎ

Æ˙Á‡ ‰ÎÈ˙Á ÂÏÂÎ ̇ ÂÈ‰Ï Ì¯‚Ë‰ ÏÚ†∫ÛÒÂ ıÂÏÈ‡ ‡È· Â‡†ÆÂÊ

ÌÈÓ¯‚Ë ‡¯Â˜ È‡ Ï¢‰ ÌÈˆÂÏÈ‡‰ ̇ ‡ ÌÈÓÈÈ˜Ó‰ ÌÈÓ¯‚ËÏ

˙ÂÓÈ‡˙Ó ̇ ÂÎÈ˙Á‰ ÏÎ ‰·˘ ‰¯Âˆ‰ ÏÏ‚·†̈ ¢ÌÈÓÈÚÂ ÌÈÓÈÓÁ¢

ª¢ÌÈÓÈÚÂ ÌÈÓÈÓÁ¢†Ì‰ ÌÈ¯ÂÓ˜‰ ÌÈÓ¯‚Ë‰ ÏÎ ÆÂÊÏ ÂÊ „ÁÈ

ÌÈÓ¯‚Ë Ì‚ Ì‰ ‰Ï‡ÎÂ†¨‰ÊÎ ‡Â‰ ÚÂ·È¯†˙¯Âˆ·†Ì¯‚Ë‰ Ì‚

ÌÈËÂ ÌÈÓÈÚÂ ÌÈÓÈÓÁ ÌÈÓ¯‚Ë†Æ‰Ê ¯ÙÒ· ÌÈ¯Á‡ ÌÈ·¯

¯˘‡Ó†¨Ì‰Ï˘ ¯ÂÈˆ‰ ÈÙ≠ÏÚ ‰·Î¯‰Ï ¯˙ÂÈ ÌÈ˘˜ ˙ÂÈ‰Ï

‰Ï‚Ó ‰„ÂÓˆ‰ ‰Ó‡˙‰‰˘ ÌÂ˘Ó†¨‰Ï‡Î ÌÈ‡˘ ÌÈÓ¯‚Ë

ÆÌÈÓ¯‚Ë‰ Â¯ˆÂ ‰·˘ Í¯„‰ ˙‡ ˙ÂÁÙ

ÌÈÓÈÚÂ ÌÈÓÈÓÁ ÌÈÓ¯‚Ë ‰ÓÎ¢†‰Ï‡˘‰ ˙‡ ÏÂ‡˘Ï ÈÂÈ‚‰

ÂÓÎ ‡Ï˘† ¨‰Ï‡ ÌÈÓ¯‚Ë˘ ˙Â‡¯‰Ï Ô˙È˘ ÌÂ˘Ó ¢ø˘È

¯ÙÒÓ ̃ ¯ ̆ È†≠Ì¯ÙÒÓ· ÌÈÏ·‚ÂÓ Ì‰†¨ÈÏÏÎ ÔÙÂ‡· ÌÈÓ¯‚Ë‰

¨Ú„ÂÈ ÂÈ‡ ˘È‡™†¨‰Ê Ú‚¯·†ø˜ÂÈ„· ˘È ‰ÓÎ Í‡ ÆÌ‰Ï˘ ÈÙÂÒ

‰Ê· ‡ˆÂÓ˘ ÈÓ ÏÎÏ†¨‰Ê ¯ÙÒÓ ·˘ÁÏ ˙ÂÒÏ ıÈÏÓÓ È‡Â

ÁÈ‰Ï ¯È·Ò ‡Ï†ÆÏÂ„‚ ÈÂ¯Ë˜Ï‡ ·˘ÁÓÏ ‰˘È‚ ÂÏ ˘ÈÂ†¨ÔÈÈÚ

˘ÂÓÈ˘ ‡ÏÏ ‡ˆÓÈÈ†¢ÌÈÓÈÚÂ ÌÈÓÈÓÁ‰ ÌÈÓ¯‚Ë‰ ¯ÙÒÓ¢˘

ÚÈ‚Ó ‰‡¯Î†¨„Â‡Ó ÏÂ„‚ È‡„ÂÂÏ ·Â¯˜ ‡Â‰˘ ÌÂ˘Ó†¨·˘ÁÓ·

Æ¯˙ÂÈ ‰·¯‰· ÏÂ„‚ ‡Ï Ì‡†¨ÌÈÂÈÏÈÓÏ

¯Â·Ú†È„ÈÓ ·Î¯ÂÓ ‰Ê˘ ‰‡¯Ó ‰ÈÚ·‰ Ï˘ ˙ÈÂ˘‡¯ ‰¯È˜Á©

·˘ÁÓ‰ ˙ÂÎ˙ Ï˘ ‰ÈÚ·‰ Í‡†¨‰˘È‚ ÈÏ ˘È ÂÈÏ‡ ·˘ÁÓ‰

‰È‰˙ ÌÈÓÈÚ‰Â ÌÈÓÈÓÁ‰ ÌÈÓ¯‚Ë‰ ¯ÙÒÓ ˙‡ ‡ÂˆÓÏ

È‰ÂÊ†¨ÏÊÓ‰ ÚÂ¯Ï†°Ì¯‚Ë‰ ̇ Â„ÈÁ ÏÚ ‰ÏÂÚ‰ ‰„ÈÁ†≠†˙˜˙¯Ó

Æ®„Á‡ ÏÎÏ ‰ÈÓÊ ‰È‡˘ ‰„ÈÁ

ø‰ÈÚ·‰†‰¯˙Ù†Ì‡†Ú„ÂÈ†Â‰˘ÈÓ†Ì‡‰†¨±π∂µ†˙˘·†·˙Î†¯Ó‡Ó‰†™
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ÌÈ¯ÂÓ˜†ÌÈÓ¯‚Ë

± ≤ ≥

¥ µ ∂

∑ ∏

π ±∞

±± ±≤


