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 סדנה להצגת  האפס
 מכללת בית ברל, שבע אילני-ר בת" ד,ברכה מוזיקנט

 

 .ארבע פעולות חשבון -) בהתאמה לסילבוס (ום תוכן מתמטיתח

  הוספת האפס - הרחבת עולם המספרים - ושאהנ

 .הקשר בין הכפל לחילוק, איבר נטרלי,  איבר מאפס-גים מתמטיים שנלמדים בפעילות שומימת רש
 .הגדרה  מתמטית, חוקי פעולה,  פעולות במספרים-ם קישור לנושאי

 . שעות2 - משוער לפעילות זמן

לעולם , הרחבת עולם המספרים מעולם המספרים הטבעיים בלבד: מטרה מתמטית - רות המפגשמט

 .וקשיים הנוצרים עקב ההרחבה, הכולל את האפס

 . דפים למשתלמים3 - ים ועזרים דרושיםרומח

 רקע היסטורי

בתקופה מאוחרת הרבה . לפני כחמשת אלפים שנה, כנראה, בסמלים לייצוג מספרים התפתחהשימוש 

ספרי היסטוריה רבים . והתקבל כמציין מספר" אפס"הומצא המושג ,  לספירה1200 - ל400בין , יותר

ייתכן שזה המפתח שהפך את ". לא כלום"שרעיון המפתח כאן היה המצאת סמל ל, טוענים

, הרעיון החשוב היה המושג של סוג חדש של מספר,  אך לגבי המתמטיקה.האריתמטיקה למעשית

 ". לא כלום"מספר שמייצג את הרעיון המוחשי 

 -שפירושו ,  באיטלקיתzeroהוא זה שהעניק לאפס את השם ) 1259-1180(י 'המתמטיקאי פיבונצ

שטותו ונוחיות פ. נחשבת לאחת התגליות הגדולות בתולדות האנושות) המצאתו(תגליתו . מקום ריק

 . השימוש בו הביאו למעשה לשינוי פני האנושות

ידי האנושות כולה -קרוב לאלף שנה עד לאימוצו על, מאז המצאתו, חשוב מאוד לציין כי היו דרושות

החל לרשום ספרות ולהביע באמצעותן מספרים , מאז שהאדם המציא את הכתב, כלומר). 2004, ארבל(

ובנוסף עברו עוד קרוב לאלף ,  שנה3500 -ד המצאת האפס עברו יותר מוע)  שנה5000 -לפני יותר מ(

 ! שנה עד שהוכר ואומץ באירופה כמספר

את (? יכול היה לפספס אותו) הכוונה לאריכמדס(איך הוא : "שאל) 1855-1777(המתמטיקאי גאוס 

 גאוס .2004, אצל ארבל!" (באיזו רמה המדע יכול היה להימצא עתה אילו הוא היה מגלה אותו) האפס

 אבל ייצג מספרים אלה בעזרת שמות  ולכן לא היה 8 בחזקת 10כתב אומנם מספרים גדולים כמו 

 .0 -זקוק ל

 

      

הערות והארות 
 תתקבלנה בברכה
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   החילוק באפס- המקרה הלא מוגדר -רקע תיאורטי 
 

 :יש להתייחס לשני מרכיבים מתמטית כהתאמה בין זוג מספרים למספר אחדבהגדרת פעולה 

 .קבוצת המספרים עליה מוגדרת הפעולה -תחום ההגדרה .  א

 .  מכתיב  מה עושה הפעולה לקבוצת המספרים עליה הגדרנו את הפעולה-כלל ההתאמה .  ב

 
כלל (ואת פעולת הכפל ) תחום ההגדרה(נבחר את קבוצת המספרים הטבעיים : נתבונן בדוגמה הבאה

 . 30ידי הכפל למספר -  מותאם על)5 , 6 (זוג המספרים). ההתאמה

 
 : מקרים בהם פעולה מתמטית אינה מוגדרת

 . פי כלל הפעולה-קיים בתחום איבר אחד לפחות שאין לו התאמה על .1

 .פי כלל הפעולה ניתן להתאים לו יותר מאיבר אחד-קיים בתחום איבר אחד לפחות שעל.  2

 

  נסקור את הבעיות הנוצרות סביב פעולת החילוק באפס

: לדוגמה .b·x =a המקיים את הקשר xם  קיים מספר יחיד  אx=a:b: פעולת החילוק מוגדרת כך

 .10=5·2  היות ועל פי הגדרה 5=10:2

 

  :בהתייחס לאפס דורשת הבחנה בין שני מקרים a:bהפעולה 

 b=0 :               מקרה ב       b≠0 :מקרה א

 :להלן פירוט שני המקרים

 .   b≠0  :מקרה א

 . השווה לאפסa ובפרט עבור a  מוגדרת היטב לכל ערך שלa:b הפעולה 

 ולכן b·x=0פי ההגדרה - על≠b 0כאשר , b ; 0:b=x:0  נחפש את פתרון התרגיל,=0aנבחן את המצב 

x=0 .כאשר : לדוגמהb=2 , a=00=0·2הגדרה הפי -  היות ועל 0=0:2:  נקבל. 

  

   b=0כאשרa:b : מקרה ב

  a≠0     2 .  a=0  .1: נבחין בין שני מקרים

 

1.a:b   כאשרb=0 ו  -  a≠≠≠≠0  . 

 x=0·0תכן מכיוון ילא י x =3·0 פי ההגדרה-  על x=3:0 - כך ש x נחפש ,a=3נבחר : לדוגמה

 . כזהxולכן לא קיים 

ת החילוק צריך פי הגדר-על. x=0:a כלומר x -נניח שקיים פתרון לתרגיל ונסמנו ב: באופן כללי

 . כזהx ולכן לא קיים a≠0קיבלנו סתירה לנתון . a=0 כלומר  x=0·0להתקיים
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 :הסבר נוסף

נבחן את התנהגות הפונקציה .  כפונקציהa:x ביטויבאופן כללי ניתן להתייחס ל
x
ay  בסביבת =

 :  דרך הצבת סדרת המספרים,נתקרב לאפס מימין. x=0הנקודה 

X=0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, ... . לדוגמה נבחרa=5: 

5:0.1=50 

 5:0.01=500 

5:0.0001=50000 

5:0.000001=5000000  

ערכי הפונקציה
x
ay לכן נאמר כי הפונקציה שואפת לאינסוף כאשר ,  הולכים וגדלים ללא הגבלה=

 : דרך הצבת סדרת המספרים-נתקרב לאפס משמאל   .נתקרב לאפס מימין

x= �0.1, �0.01, �0.001, �0.0001, �0.00001, ...פונקציה  ערכי ה
x
ay ללא   הולכים וקטנים=

 x -מר שוניתן ל. ולכן נאמר כי הפונקציה שואפת למינוס אינסוף כאשר נתקרב לאפס משמאל, הגבלה
 .שואף לאפס אך לעולם לא יגיע אליו

 

 הפונקציהלהלן גרף  
x
ay = ,a>0 

 

 

 

 

 

 

2 .a:b כאשר b=0 ו- a=0. 

אך דרישות משוואה . x=0·0 ,כלומר, x=0:0 שיקיים x מספר יחידיהיה מוגדר אם קיים  0:0 טויהבי

כדי למלא את דרישת . 'וכו  0=2·0 2=0:0,  0=1·0 1=0:0:  לדוגמה.ידי כל מספר-זו מתמלאות על

למשל , המספרים ולהגדירו כתוצאת החילוקמתוך קבוצת אחד מספר ב לבחורניתן היה , היחידות

הוחלט שלא  ,למרות אפשרות זו". כל מספר לחלק לעצמו הוא אחד" בנימוק נוסף שx=1 נבחר

 ,)רלא מוגד (Undefined הנקרא a≠0 - ו a:0 נעשית הבחנה בין המקרהבהןמדינות קיימות . להגדיר

לא נקבע פתרון יחיד מתוך מגוון ,  כלומר,)נקבעלא  (Undetermined הנקרא  0:0לבין המקרה של

 . האפשרויות

 .היא שמירה על חוק הפילוג 0:0 ההגדרה של -ההחלטה להצדקה של אי

 . נקבל סתירהa≠0 - בתנאי ש a=0:0שאם נבחר בתשובה, ניתן לראות בהוכחה שמוצגת בהמשך
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  הוכחה

 

0a(a0:0( : כתוצאת החילוק a -בחרנו ב ≠= 

000 :אפס איבר ניטרלי בחיבור =+ 
)a0:)00 : בביטוי הראשוןנציב =+ 

a0:00:0 :נשתמש בחוק הפילוג =+ 

 a + a = a 

 2a = a .קיבלנו סתירה
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 מבנה הפעילות

 ".הקשיים העולים מהרחבת עולם המספרים "- 1כל משתלם מקבל דף פעילות  .1

 .י חשיבה של תלמידים על אפסעל דרכעל תשובות המשתלמים דיון כיתתי  .2

 ".המקרה  של אפס לחלק לאפס "- 2כל משתלם מקבל דף פעילות  .3

 .דיון כיתתי על תשובות המשתלמים על דרכי חשיבה של תלמידים על אפס .4

 ".האלגברה והאפס "- 3כל משתלם מקבל דף פעילות  .5

 .דיון כיתתי .6

 

 מהלך המפגש

 ".הקשיים העולים מהרחבת עולם המספרים "- 1כל משתלם מקבל דף פעילות . 1

 .המשתלמים עונים על הדף ועורכים דיון זוגי או קבוצתי

המשתלמים מציגים את תשובותיהם ודרך התשובות עולים על דרכי החשיבה של : דיון כיתתי

 .תשובות אלה ישמשו אותנו להבניית הידע המתמטי של המשתלמים. המשתלמים והתלמידים

 

 :רו עקב הרחבת עולם הטבעיים לעולם הטבעיים כולל אפסשינויים שק .א

 
 :בעולם הטבעיים והאפס :בעולם הטבעיים

 .פעולת החיבור לא תמיד מגדילה . פעולת החיבור תמיד מגדילה

 . פעולת החיסור לא תמיד מקטינה . פעולת החיסור תמיד מקטינה

 וכפל 1 -פרט לכפל ב(דילה פעולת הכפל מג ).1 -פרט לכפל ב(פעולת הכפל מגדילה 

 ). באפס

 .תמיד אפשר לחלק

 ).1 -פרט לחילוק ב(ופעולת החילוק מקטינה 

 .לא תמיד אפשר לחלק

 .פעולת החילוק לא תמיד מקטינה

  ac≠bc     כאשר a≠b   ac=bc      כאשרa≠bו  -  c=0 

 

 :מחקריםתשובות ילדים ב מתוך .ב

0:5 = 

 =00:5  :תשובה נכונה
 .איבר מאפס בכפל, פעולה הפוכה לכפל: וקיםנימ

 0:5= אינו מוגדר :   תשובה שגויה

 .חילוק באפס אינו מוגדר: נימוקים
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5:0 = 

 = 5:0אינו מוגדר . 1

   אפשר לחלק מספר למשהו שהוא -אי,  הוא מספר ואילו אפס הוא שום דבר5, יש חוק כזה: נימוקים    

 .אפס ילדיםאפשר לחלק סוכריות ל-אי, לא מספר    

2 .5:0 = 0 

 .האפס איבר מאפס בכפל ובחילוק: נימוקים    

3 .5:0 = 5 

 .5 בשום דבר לכן נשאר 5לא חילקנו את : נימוקים    

 = 5:0אינסוף . 4

 .כאשר מחלקים במספר קטן מאוד התוצאה גדלה: נימוקים    

 

 : מהסיבות הבאות0/5 כאל 5/0 -תלמידים רבים מתייחסים ל. ג

 .זואלית דומההצגה וי •

 .למעשה הפעם הראשונה שבה נתקלים במצב לא מוגדר, והיינ, הגדרה של חילוק באפס-אי •

 .וקשה לקבל שאין פתרון לתרגיל, לכל תרגיל  מתמטי תמיד יש פתרון מספרי •

 .לכן הוא מאפס בכפל ובחילוק" שום דבר"אפס הוא  •
 

 ".המקרה של אפס לחלק לאפס "- 2כל משתלם מקבל דף פעילות . 2

 .המשתלמים עונים על הדף ועורכים דיון זוגי או קבוצתי

 
 .דיון כיתתי על תשובות המשתלמים על דרכי חשיבה של תלמידים על אפס. 3

  - המקרה הלא מוגדר -רקע תיאורטי  ראו. הפתרונות שהוצגו בדף העבודה הוא בעצם הגיונימאחד כל 

 .החילוק באפס

 
 ".האלגברה והאפס "- 3כל משתלם מקבל דף פעילות . 4

 .המשתלמים עונים על הדף ועורכים דיון זוגי או קבוצתי

 
 . דיון כיתתי.  5

 .הרחבת עולם הטבעיים יוצרת בעיה הקשורה לקבוצת ההצבה של ביטויים אלגבריים ומשוואות

אך בכל זאת , שתי הדרכים לפתרון המשוואה נכונות, בדף העבודה מוצגות שתי דרכי פתרון למשוואה

 .לו פתרונות שוניםהתקב

 .הפתרון של דנה הוא הפתרון הנכון למשוואה הנתונה 

CB: דרך הפתרון של דן נכונה למשפחת המשואות מהצורה
C
A

B
A

 שונה Aוזאת רק כאשר   =⇒=

 .מאפס
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 1 ' מס דף פעילות

 ? האם זה אותו הדבר 0:5 - ו5:0

רשמו    . לעולם הכולל את האפס, ים בלבדמרחיבים את עולם המספרים מעולם של מספרים טבעי .1

תכונות חדשות ותכונות , התייחסו לתכונות שנשמרו. (את תכונותיו של העולם החדש

 ".)התקלקלו"ש

 .נמקו? אילו מבין התכונות שמניתם בסעיף הראשון מהוות קושי לתלמידים .2

. ונימוקיהםלהלן תשובותיהם של מספר תלמידים . 5:0תלמידים התבקשו לפתור את התרגיל  .3

פי תפיסתו הוא יפתור את -וכיצד על, רשמו ליד כל תשובה של תלמיד כיצד הוא תופס את האפס

 .נמקו .0:5התרגיל 

 

5:0 0:5 

 0 = 5:0: רון ענה
שום "-ו, "שום דבר"אפס אינו מספר הוא 

לא חשוב לכמה " שום דבר"נשאר " דבר

 .חלקים נחלק אותו

 

 0 = 5:0: דן ענה

אם : לדוגמה. מיצג כמותאפס הוא מספר ה

יש לי אפס גולות ואני צריך לחלק אותן 

 .לחמישה ילדים אין לי מה לחלק

 

  0 = 5:0 :יעל ענתה

 .האפס איבר מאפס בכפל וחילוק
 

 0 = 5:0: ירדן ענה

 .אפס כפול חמש שווה לאפס

 

 
 

מיד אותם על הציעו דרכים להע? מה הסיבה.  אותו הדבר0:5 - ו5:0 -תלמידים רבים מתייחסים ל .4

 .טעותם
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  2' מסדף פעילות 

 0:0 המקרה של 

 .כיצד תגיבו לכל אחד מהפתרונות, 0:0לפניכם פתרונות שונים של תלמידים לתרגיל 

  1=0:0 .א

                 

1
0
0

1
1
1

1
2
2

1
3
3

=

=

=

=

 

    0=0:0 .ב
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 3' מסדף פעילות 
 

 יש לה פתרוןמשוואה חסרת פתרונות ש

 

: נתונה המשוואה. א
2x
3x

1x
3x

−
−

=
−
− 

 

:  והסביר במשוואהדן פתר
2
3

x
3
 המונים שווים לכן הפתרון של המשוואה הוא כאשר גם המכנים =

 . 2=1 ומכאן  x-1 = x-2:לכן גם במשוואה הנתונה המונים שווים נשווה בין המכנים ונקבל. שווים

 .אין פתרוןלכן למשוואה , הקיבלנו סתיר

 

 :נכפול את שני האגפים של המשוואה בביטויים הרשומים במכנה ונקבל: והסבירה דנה פתרה 

3x
3x4x6x5x

)3x)(1x()3x)(2x(
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 ???מה קורה כאן

 

האם למשוואה . ב
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 .הסבירו?  יש פתרון
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