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 . עבודה בקבוצות ודיון–) 4–1שאלות (בדיקת תכונות בקבוצות שונות  .1

בודקים לגבי קבוצות . שנלמדה ביחידה הקודמת, נזכרים בהגדרה של חבורה, בחלק זה של הפעילות 

כי מתמטיקאים , שכדאי להזכיר ולהדגיש מרא). 1שאלה (שונות אילו מתנאי ההגדרה הן מקיימות 

.  במובן רחב יותר מאשר מורים משתמשים בו בהוראת החילוק בבית הספרהופכימשתמשים במושג 

הם מספרים , המספרים הנגדיים בקבוצת השלמים עם פעולת החיבור, לפי הגדרת החבורה, למשל

, 2בשאלה . )אפס(מספרים נגדיים נותנת את האיבר הנייטרלי כל זוג של  בין החיבור תהופכיים כי פעול

ומגלים , כדי שלכל איבר יהיה איבר הופכי בכפל, ידי הוספת שברי יחידה-מרחיבים את קבוצת הטבעיים על

 מראים כי אפילו אם כל התנאים לקיום חבורה 4בשאלה . את תנאי הסגירות" לקלהיק"ההרחבה כי 

. במהלך ההרחבה" כו לאיבודהל"ו, עדיין יש תכונות שהיו בקבוצה המצומצמת, מתקיימים אחרי ההרחבה

כדאי . גרמה לכך שבקבוצה המורחבת אין מספר שהוא הקטן ביותר, הרחבת הטבעיים לשלמים, למשל

הבא בתור מבחינת סדר , אלא, 1 -הוא לאו דוקא גדול ב" עוקב"כי משמעות המושג , להדגיש בשאלה זו

 ".וקביםע" גם בקבוצת המספרים הזוגיים מדברים על מספרים , למשל– גודל

 נקודות אפשריות להתייחסות בדיון

 .דנים בתכונות של חבורה חילופית והשלכותיהן לגבי ההוראה בבית הספר •

. מתייחסים לחוק הקיבוץ ולחוק החילוף ולאפשרויות שהם נותנים לפתור ביעילות תרגילים מסוימים

 .מבקשים דוגמאות

לפעולה הנתונה יש פעולה הפוכה , תבקבוצה עם פעולה שהיא חבורה חילופי: דנים בטענה הבאה

 . ותוצאתה נמצאת בקבוצה

אז מובטח כי יש משמעות , היא חבורה חילופית לגבי הכפל) 0 -פרט ל(אם קבוצת הרציונליים , למשל

 . ותוצאת החילוק תהיה גם היא רציונלית, לחילוק בין שני מספרים רציונליים

 למשל את החילוק . ים בעזרת מודלים מן המציאותבבית הספר היסודי מסבירים את החילוק בין מספר

6
כך שכל ילד יקבל ,  פיצות למספר ילדים2רוצים לחלק :  יש המסבירים בעזרת המודל הבא1:2

6
1 

 לכן,  שישיות6בפיצה אחת יש : ההסבר הוא בדרך כלל כזה? כמה ילדים יוכלו להשתתף בפיצות. פיצה

12, כלומר.  שישיות פיצה12בשתי פיצות יש 
6
1:2 =. 

 .העיסוק בחבורות מראה כי אפשר לתת משמעות לחילוק מתוך המתמטיקה ולא רק מחוץ לה

 . ומן הכפל הוא מקבל את משמעותו, החילוק מוגדר במתמטיקה כפעולה הפוכה לכפל

?השאלה 
6
1:2 2x במשוואה xערכו של  שקולה לשאלה מה =

6
1  x = 12פתרון המשוואה הוא  ⋅=

2126כי (
1 12: כלומר). ⋅=

6
1:2 =. 

 .המתמטיקה מסבירה מדוע חילוק שקול לכפל בהופכי
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 פי -באותו אופן בדיוק ניתן להסביר בעזרת תכונות החבורה תוצאות של פעולות שקשה להסבירן על

, מודלים מן המציאות כמו למשל
5
3:

7
בדיון מבקשים מן המורים לחזור על ההסבר עם התרגיל . 2

 . האחרון

 כי קבוצת הרציונליים היא חבורה חילופית גם ,ניתן גם להסביר שחיסור הוא חיבור הנגדי, באותו אופן

 .  וחיסור היא פעולה הפוכה לחיבור, לגבי החיבור

 

 .ם בקבוצות חלקיות של המספרים השלמיםדני •

קבוצת המספרים , 3 -קבוצת המספרים השלמים המתחלקים ב, קבוצת המספרים השלמים הזוגיים

כולן מקיימות את כל תכונות החבורה לגבי ,  ואינסוף קבוצות דומות אחרות,4 -השלמים המתחלקים ב

דנים על ההשלכות . רח גם בקבוצות אלותתקיים בהכ, כלומר כל טענה שנוכיח לגבי חבורות. החיבור

 . 3 - מתחלק ב3 - סכום של שני מספרים המתחלקים ב, למשל– לגבי הלימוד בבית הספר היסודי

 .)מלבד תכונות החבורה(דנים בתכונות הנוספות של קבוצות  •

 .ולכל תכונה המופיעה בה, 4מתייחסים לטבלה של שאלה 

 .קיים בקבוצה מספר שהוא הקטן ביותר -

אבל יכול לאפיין גם  קבוצות אינסופיות , קיום מספר קטן ביותר בקבוצה מאפיין כל קבוצה סופית 

 ,)2המספר הקטן ביותר שלה הוא (כמו קבוצת הזוגיים החיוביים , הדומות לקבוצת המספרים הטבעיים

כל קבוצה חלקית תכונה זו מתקיימת ב, למעשה. 3 -וקבוצת המספרים החיוביים המתחלקים ב

מספר קטן ביותר יכול גם להתקיים בקבוצות המכילות את המספרים . קבוצת המספרים הטבעייםל

אז אפס הוא המספר , מצרפים לקבוצת המספרים הממשיים החיוביים את אפס, אם למשל. הטבעיים

  .הקטן ביותר בקבוצה

 .קיים בקבוצה מספר שהוא הגדול ביותר -

שאין בהן מספר  קבוצות אינסופיותישנן . כל המספריםבכל קבוצה סופית יש מספר שהוא הגדול מ

לכל מספר . בקבוצת המספרים הטבעיים אין מספר שהוא גדול מכל המספרים, למשל –גדול ביותר 

והתוצאה תהיה מספר טבעי גדול מן , 1אפשר להוסיף , גדול ככל שיהיה, כי לכל מספר(יש גדול ממנו 

קבוצת המספרים ב, למשל –שהוא הגדול ביותר  מספר יש קבוצות אינסופיות שיש בהן). הראשון

אם מצרפים לקבוצת המספרים הממשיים , כמו כן.  הוא המספר הגדול ביותר1–השלמים השליליים 

יש גם קבוצות אינסופיות שיש בהן גם . אז הוא המספר הגדול ביותר בקבוצה, השליליים את אפס

 כולל 5 - ל0קבוצת המספרים הרציונליים בין ,  למשל–מספר קטן ביותר וגם מספר גדול ביותר 

 .הקצוות

קבוצת המספרים ב,  למשל– גדול ביותרמספר יש קבוצות שאין להן לא מספר קטן ביותר ולא 

,  שבר שהוא הקטן ביותר בה איןאך, 1 - ל0מוגבלת בין הקבוצת השברים הפשוטים ב, וכן, השלמים
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 למכנהו ולקבל שבר קטן 1ניתן להוסיף , ן ככל שיהיהלכל שבר קט (.שבר שהוא הגדול ביותרבה ואין 

 ) .ממנו

איך אפשר לצרף מספרים כדי שהם יהוו את ההתחלה או את הסוף של הקבוצות שהזכרנו : שואלים

  ?)ידי צרוף אפס לקבוצת הממשיים החיוביים-כמו שעשינו על(

 0ים ניתן לצרף את אבל לקבוצת השבר, לקבוצת המספרים השלמים אי אפשר לצרף מספרים כאלה

 . או את שניהם כדי שיהיה בה מספר קטן ביותר או גדול ביותר או שניהם1או את 

 .לכל מספר בקבוצה יש עוקב -

 קבוצת הזוגיים , למשל– קיום עוקב לכל מספר מאפיין קבוצות דומות לקבוצת המספרים הטבעיים

בקבוצות כאלה אפשר לסדר את האיברים . 3 -וקבוצת המספרים החיוביים המתחלקים ב, החיוביים

 כך שאפשר לדעת לגבי כל מספר את מקומו ,והם מהווים סדרה אינסופית, לפי סדר הגודל שלהם

 . איזה איבר עומד בו, ואפשר גם לדעת לגבי כל מקום, בסדרה

 : המסודרים לפי סדר3 -ם המתחלקים בבקבוצת המספרי: שואלים

 ?201באיזה מקום בסדרה עומד המספר 

 ?100 -איזה מספר עומד במקום ה

 ? שייך לסדרה1000האם 

. קבוצת המספרים הרציונליים החיוביים שבהן לא קיים עוקב לכל מספר, יש קבוצות כמו למשל

שני מספרים מן הקבוצה נמצא כי בין כל , קבוצות כאלה אי אפשר לרשום כסדרות לפי סדר גודל

אפילו , בקבוצות כאלה אי אפשר למנות את איברי הסדרה לפי סדר גודללכן . מספר אחר מן הקבוצה

 . אם יש מספר קטן ביותר

 )צפיפות(שייך לקבוצה הבין כל שני מספרים יש עוד מספר  -

בין כל שני איברים , כלומר – משמעות הדבר שהקבוצה צפופה, כאשר אין עוקב לאף אחד מהאיברים

כי בין כל , קבוצת הרציונליים היא קבוצה צפופה, למשל. של הקבוצה נמצא איבר נוסף של הקבוצה

 ). כמו שנראה בפעילות הבאה(שני רציונליים יש רציונלי נוסף 

, היא אינה צפופה, בקבוצת המספרים הטבעיים, אם בקבוצה מסוימת לכל איבר יש עוקב כמו למשל

 .מספרים עוקבים אין מספר נוסףכי בין שני 

 ? היא קבוצה צפופה1 - ל0האם קבוצת השברים בין : שואלים

 ?האם קבוצת שברי היחידה היא קבוצה צפופה

 .יש סדר בין המספרים בקבוצה -

 , כלומר– סדר אך קיים בהן, קבוצות מספרים רבות שבהן אי אפשר למנות את האיברים לפי סדרב

 בכל הקבוצות שבטבלה יש סדר .איזה מספר קטן יותר, שוניםג מספרים אפשר להכריע לגבי כל זו

 .בין המספרים
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 .לכל מספר בקבוצה יש מקום על ציר המספרים -

בפעילויות קודמות ראינו כיצד למצוא מקום של מספר .  מספר ממשי יש מקום על ציר המספריםלכל

 :רציונלי על ציר המספרים בשני אופנים

וסופרים חלקים לפי , היחידה המתאימה על הציר למספר חלקים לפי המכנהמחלקים את : דרך א

כדי למצוא על הציר את מקום המספר , למשל. המונה
3
 לשלושה 2 - ל1מחלקים את הרווח בין , 21

 . 1 השני אחרי השנתהנקודה המתאימה היא . חלקים

ומחלקים , ר את מקום המספר המייצג את המונהמוצאים על הצי, הופכים את השבר למדומה: דרך ב

כדי למצוא על הציר את מקום , למשל.  לנקודה שמצאנו למספר חלקים כמו המכנה0את הרווח בין 

המספר 
3
 -הופכים אותו ל, 21

3
 הנקודה שבשנת.  לשלושה חלקים5 - ל0ין מחלקים את ההרווח ב . 5

 -היא הנקודה המתאימה ל, לאחר נקודת האפסון הראש
3
 . על הציר21

 מקומם של דרכים למציאתבפעילויות הקודמות ראינו .  יש גם כן מקום על הציראירציונלילכל מספר 

המספרים הממשיים ממלאים את ציר המספרים כי מסַפרים . ים על הציראירציונליחלק מהמספרים ה

 . נקודה על הציר מתאים מספר ממשיכך שלכל

 אין סדר ,מרוכביםהמספרים ה  כי בהרחבה נוספת של קבוצת המספרים הממשיים לקבוצת,מציינים

 "מלא"כי הציר , למספרים המרוכבים שאינם ממשיים אין מקום על הציר, כמו כן .בין המספרים

כמו , שאין לה פתרון ממשיבעזרת המספרים שנוספו ניתן לפתור כל משוואה . במספרים ממשיים

 .לכל מספר מרוכב מתאימה נקודה במערכת הצירים.  x2 = –1,למשל

 .ודיוןקריאת טקסט  , עבודה בקבוצות–) 9–5שאלות  (צפיפות המספרים הרציונליים .2

בין כל שני , כלומר, בחלק זה של הפעילות מראים כי קבוצת המספרים הרציונליים היא קבוצה צפופה

 .בפעילות נחשפים לדרך מפתיעה למציאת מספר כזה. ונליים נמצא מספר רציונלי נוסףמספרים רצי

 

 נקודות אפשריות להתייחסות בדיון 

 6דיון בשאלה  •

בשאלה זו מבקשים להציע מספר דרכים למציאת שבר בין 
6
 -ל 1

5
1 . 

 .להלן הצעות שונות

50 ,למשל(ך שהמונים או המכנים יהיו שווים הרחבת השברים כ -
10,60

60 או   10
12,60

ומציאת , )10

 .מספר ביניהם 

ממוצע בין המציאת  -
6
 -ל 1

5
1.  

מציאת ההפרש בין  -
5
 -ל  1

6
 - והוספת מספר קטן מן ההפרש ל,1

6
 -או הפחתתו מ, 1

5
1. 
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 . של כל אחת מן הדרכים האלהגרפיתהמשמעות את המבררים 

 . בין שני השבריםבקטעמציאת שבר בין שני שברים פרושו מציאת נקודה על הציר שנמצאת 

וביטוי גודל השבר בעזרת , ת הציר ליחידות עדינות יותרפרושה באופן גרפי חלוק, הרחבת שבר -

 . חלוקה החדשה-יחידת התת

אז שני השברים נמצאים על שנתות של החלוקה , משתווים המכניםשני השברים  תאם בהרחב

 . ניתן למצוא שנת נוסף בקטע בין שני שנתות אלה, אם ההרחבה מספיק גדולה. החדשה

 .שה מבחינה גרפית מציאת נקודת האמצע בין המספריםמציאת הממוצע בין השברים פרו -

פרושה מבחינה גרפית , מציאת ההפרש בין המספרים והוספת מספר קטן מן ההפרש למספר הקטן -

 . למספר הקטןממנווהוספת קטע קטן , המספריםשני בין קטע שמציאת אורך ה

כי ניתן לחזור על כל , ה צפופה כי קבוצת הרציונליים היא קבוצ,כבר בדיון הזה אפשר להגיע למסקנה

כאשר בכל פעם מחליפים אחד , אחד מהתהליכים של מציאת מספר בין שני מספרים עד אינסוף

 .קיי-כדאי לדון בהצעות אלו לפני שקוראים את הסיפור על מק. המספרים עם המספר שנמצא

 .ייק-אחרי הפעילות על טענת מק, )ג9שאלה (ניתן לערוך את הדיון הזה גם בהמשך 

 7דיון בשאלה  •

הטענה כי היא לחשוב הנטייה שלנו כמורים , שאיננו מכירים" מוזרה" תלמיד בבית הספר טוען טענה אם

כמה  לגביהבדיקה . קיי מלמד שלא כדאי לפסול טענה לפני שבודקים אותה-המקרה של מק. אינה נכונה

ולא בעזרת מקרים , פן כלליטענות יש להוכיח באונכונות של כי , אינה מועילהזוגות של מספרים 

הוא לבדוק מקרים , שאינן מוכרות לנובכל זאת הדבר הראשון שכדאי לעשות לגבי טענות . פרטיים

יש לומר , אם לא התגלתה דוגמה נגדית.  דוגמאות נגדיותבדיקה כזאת עשויה לגלות .פרטיים

אינני "ומר לתלמידיו מותר למורה ל. לתלמידים כי התשובה לגבי נכונות הטענה תדחה לפעם הבאה

ובתנאי שהוא יברר ויביא אל תלמידיו תשובה מתאימה ,  מדי פעמים רבותאם הדבר אינו קורה, "יודע

קיי בעזרת ייצוג המספרים -במהלך הפעילות מובא רעיון ההוכחה של טענת מק. במועד מאוחר יותר

אך הוכחה זו מורכבת ואינה , ניתן להוכיח את הטענה גם בדרך אלגברית. הרציונליים במערכת צירים

 .נוחה
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