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תרגום: ברכה סגליס
חלק I: לקראת הבנה של "חשיבה מתמטית"
לביטוי: 'פתרון בעיות' יש מספר משמעויות המשתרעות מ- 'פתירת תרגילים' ועד 'עשיית מתמטיקה כמו מומחה'.
לביטוי: 'מטאקוגניציה' יש גם כן כמה משמעויות, כגון, ידע אודות תהליכי החשיבה של עצמך, או – ויסות עצמי בזמן פתרון בעיות.

פתרון בעיות היה הנושא המרכזי של הוראת מתמטיקה בשנות ה- 80. כלומר, היתה הסכמה כללית שהמטרה העיקרית של הוראת מתמטיקה היא שהתלמידים יהיו מומחים בפתרון בעיות. אבל, לאור המשמעויות השונות של המושג, מטרה זו לא ברורה. 

מטרות בהוראת מתמטיקה תלויות באופן שבו תופסים מהי מתמטיקה. תפיסה זו נעה בין הדעה שידע מתמטי הינו גוף של עובדות ופרוצדורות העוסקות בכמויות, סדר-גודל, וצורות והיחסים שביניהם. לדעת מתמטיקה, לפי זה, היא 'לשלוט' בעובדות ופרוצדורות אלה.

בצד השני של הספקטרום, מתמטיקה נתפסת כ'מדע של דפוסים' (patterns), כמעט דיסציפלינה אמפירית הדומה למדעים בדגש על חיפוש אחר דפוסים על סמך ממצאים אמפיריים. 
לדעת שונפלד, הגישה הראשונה מציגה את המתמטיקה באופן טריויאלי ודל (כמו להגיד שלימוד אנגלית זה לדעת את הדקדוק של השפה). 

ההסתכלות שלו על מתמטיקה היא כשל פעילות חברתית, שבה קהילה של מומחים (מתמטיקאים) עוסקת במדע של דפוסים – ניסיונות שיטתיים, המבוססים על תצפיות, מחקר, וניסויים, לקביעת האופי או העקרונות של קביעות במערכות המוגדרות באופן אקסיומטי או תיאורטי (מתמטיקה טהורה), או מודלים מופשטים של מערכות המסתמכות על  עצמים מציאותיים (מתמטיקה יישומית). הכלים של המתמטיקה הם: הפשטה, ייצוג סימבולי, והפעלה סימבולית. אבל, אימון בשימוש בכלים אלה, אינו שאתה חושב באופן מתמטי, בדיוק כמו שאימון בכלים של בעל מלאכה אינו עושה אותך בעל אומן. 
ללמוד לחשוב באופן מתמטי פירושו: 

1. לפתח נקודת מבט מתמטית – להעריך את התהליכים של מתמטיזציה והפשטה ולפתח נטייה להשתמש בהם.
2. לפתח יכולת להשתמש בכלים של המקצוע ולהשתמש בהם לשרות המטרה של הבנת המבנה – תובנה מתמטית (mathematical sense-making).

ה- National Research Council (1989) ניסח את הגישה החדשה להוראת מתמטיקה:
יש להתמקד ב- 

· חיפוש פתרונות, לא רק שינון פרוצדורות
· חקירת דפוסים, לא רק לימוד בע"פ של נוסחאות
· ניסוח השערות, לא רק פתרון תרגילים.
התלמידים יקבלו עידוד לראות את המתמטיקה כמדע, לא כידע קאנוני, ולהבין שמתמטיקה בעצם עוסקת בדפוסים ולא רק במספרים. 
מנקודת מבט כזו, לימוד המתמטיקה מעצים. תלמידים המועצמים מתמטית הם אורייניים מבחינה כמותית. הם מסוגלים לפרש כמויות גדולות של נתונים כמותיים בהם הם נתקלים ביומיום, והם מסוגלים לבצע שיפוט מאוזן על סמך פירושים אלה. הם משתמשים במתמטיקה בדרכים מעשיות, החל מיישומים פשוטים כמו שימוש בחשיבה פרופורציונאלית במרשמים או משקלות, וכלה בתכנון תקציבים מורכבים, ניתוחים סטטיסטיים, והדמיות מחשב. 

הם בעלי חשיבה גמישה עם רפרטואר רחב של טכניקות ונקודות מבט המאפשר להם לטפל בבעיות ומצבים חדשים. הם אנליטיים, הן בחשיבה על נושאים משלהם והן בבחינת הטיעונים שמוצגים על יד אחרים.
פתרון בעיות היה חלק מהוראת המתמטיקה מאז ומתמיד, אבל רק לאחרונה מורי המתמטיקה מקבלים את התפיסה שיש להקדיש תשומת לב לפיתוח היכולת לפתור בעיות.

כאמור, ההגדרה של פתרון בעיות היא רחבה ותלויה בהגדרה מהו חינוך, מהו בית ספר, מהי מתמטיקה, ומדוע צריך ללמד מתמטיקה בכלל ופתרון בעיות בפרט.

על פי ההגדרה המילונית (של מילון ובסטר 1979) יש שתי משמעויות למונח: "בעיה"

1. "במתמטיקה, כל מה שדורשים לעשות, או דרישה לעשות משהו". 
2. "שאלה... מסובכת או קשה".
ההגדרה הראשונה מתאימה לאופן שבו תפסו את הביטוי בעיה בהוראה המסורתית של המתמטיקה. בעיות כאלה היו תרגילים שגרתיים שנועדו לתרגל טכניקה מתמטית ספציפית שעל פי רוב נלמדה זה עתה.

ההגדרה השנייה מתאימה לתפיסה האחרת של הביטוי פתרון בעיות.

דוגמה אופיינית לבעיות על פי ההגדרה הראשונה:


התלמידים היו אמורים לפתור את הבעיות על פי הטכניקה שהוצגה בדוגמה, והבעיות נועדו בעצם לתרגל את הטכניקה, כך שלתוכן שלהן לא היה ממש חשיבות. 

בסיום תרגול כזה התלמיד רוכש טכניקה שהוא מוסיף לארגז הכלים  שלו, וזה בעצם הידע המתמטי וההבנה המתמטית שהתלמיד רוכש במהלך לימודי המתמטיקה. 

כלומר: השימוש המסורתי בפתרון בעיות היה כאמצעי להשגת מטרה (אחרת) ולא כמטרה בפני עצמה.
בגישה זו התפקיד של בעיות היה:

1. כהצדקה להוראת מתמטיקה – צריך ללמוד מתמטיקה לצורך פתרון בעיות בחיי היומיום.
2. כמוטיבציה ללימוד נושא מתמטי – אם תלמדו את הנושא, תוכלו לפתור בעיות כאלה.
3. כשעשוע – להראות שמתמטיקה יכולה להיות כיף.
4. כאמצעי לפיתוח כישורים חדשים – כבסיס להבנת משמעות או טכניקות.
5. כאמצעי לתרגול (כמו הבעיות שמסגרת)
גישה אחרת מציגה את פתרון הבעיות ככושר בפני עצמו ושרכישת כושר כזה מפתחת את החשיבה בתחומים אחרים. זה בעצם מה שעשו בשנות ה- 80. זה כלל הבחנה בין בעיות שגרתיות לבעיות לא שגרתיות שנחשבו לרמה גבוהה יותר של כושר זה ולכן נלמדו אחרי שפותח הכושר לפתור בעיות שגרתיות (ושהן נלמדו אחרי שהמושגים והכישורים המתמטיים הבסיסיים נלמדו).

לשם כך נלמדו טכניקות ספציפיות לפתרון בעיות כמו, ציור תרשימים, חיפוש דפוסים. כלומר, גם כאן הגישה היתה להוסיף עוד משהו לארגז הכלים המתמטי של התלמיד כידע נרכש.

הגישה השלישית היא פתרן בעיות כאמנות. על פי גישה זו פתרון בעיות אמיתי (של בעיות מורכבות) הוא לב ליבה של המתמטיקה, או המתמטיקה עצמה. 

המתמטיקאים כולם מסכימים שעבודת המתמטיקאי היא לפתור בעיות – מהסוג של בעיות מורכבות. 

Halmos 1980, אומר: "מה באמת מכילה המתמטיקה? אקסיומות? משפטים? הוכחות? הגדרות? תיאוריות?נוסחאות?שיטות? נכון, המתמטיקה לא יכולה להתקיים בלי מרכיבים אלה. כולם מרכיבים הכרחיים, אבל אף אחד מהם אינו הלב של הנושא. הסיבה העיקרית לקיומו של המתמטיקאי היא לפתור בעיות, ולכן מה שהמתמטיקה באמת מכילה הוא בעיות ופתרונות. (עמ' 519)
יש בעיות שנפתרות תוך ימים או שבועות, יש כאלה שאורכות חודשים או שנים ויש כאלה שאורכות מאות שנים או שלא נפתרו עדיין. משום כך, טוען  Halmos, צריך להכשיר את התלמידים להתמודדות כזו. תלמידים צריכים לעסוק בפתרון בעיות אמיתי, ללמוד לפתור בעיות בהתאם לדרגת הקושי והמורכבות שהם מסוגלים באותה העת.
המתמטיקאי שהכי מזוהה עם פתרון בעיות הוא פויה (Polya). הוא כתב ספרים העוסקים בפתרון בעיות והמהוים את הבסיס לעיסוק בנושא בשנים האחרונות. בספרו: כיצד פותרין? הוא הציג את השיטות ההיוריסטיות המודרניות כאמצעי לפתרון בעיות.
אחד הדברים שהוא הדגיש הוא העיסוק הפעיל בגילוי המבוסס על ניחוש. 

עפ"י פויה: המתמטיקאי עוסק הרבה בניחושים. הוא מנחש משפט לפני שהוא מוכיח אותו, הוא מנחש רעיון או הוכחה לפני שהוא בודק זאת בצורה מפורטת. העובדות המתמטיות קודם נוחשו ואחרי זה הוכחו. ואם רוצים שלימוד המתמטיקה יהיה דומה לאופן שבו גילו את המתמטיקה, אז צריך לתת לתלמיד הזדמנויות לפתור בעיות קודם על ידי ניחוש ואח"כ על ידי הוכחה של עובדה מתמטית מסוימת בהתאם לרמתו.

בפסקה:    Enculturation and Cognitionיש דיון שלם על הגישה הרואה את המתמטיקה בראיה חברתית. ושנקודת המבט על המתמטיקה היא תלויה בנקודת המבט של החברה שבה היא באה לידי ביטוי. (קשור גם לעבודות של ויגוצקי).
כמו כן, להיות מתמטיקאי זה להשתייך לקהילת המתמטיקאים, ולראות את העולם מנקודת מבט של מתמטיקאי. הוא מביא כדוגמה מה רואה מתמטיקאי שעומד בסופר בתור של הקופה המהירה (ומשווה את כמות הפריטים שמתור להעביר בקופה כזו, בחנויות שונות, כשבכל חנות מס' הפריטים המותר הוא שונה).

הוא טוען שהגישה שהתלמידים מפתחים על מתמטיקה מתוך מה שהם לומדים בביה"ס היא תלוית תרבות, והיא משפיעה על הסביבות המתמטיות שהם יוצרים ועל ההבנה המתמטית שהם מפתחים. 
נחזור לדוגמה של בעיות בשברים שהופיעה קודם במסגרת. 
כשנתנו את הבעיה הראשונה למתמטיקאים, אף אחד מהם לא פתר בדרך המוצעת על ידי הספר.

שניים המירו את 3.75 ל- 3 ו- 3/4 והפעילו את חוק הפילוג: קודם כפלו 32 ב- 3 (=96) ואח"כ כפלו 32 ב- 3/4 (=24) . 96+24=120.

אחד מהם ביטא את 3.75 כ- (4-1/4) ושוב הפעיל את חוק הפילוג. 4 כפול 32 = 128, 1/4 כפל 32 = 8. 128-8=120.

הרביעי שם לב ש- 32 הוא חזקה של 2 ולכן כפל וחילק ב- 2 עד שהחישוב היה פשוט:

(32)(3.75)=(16)(7.5)=(8)(15)=(4)(30=120
שונפלד מדגיש שהשיטה שמוצעת בספר לגיטימית, ואכן ראוי ללמד אותה ולתרגל אותה, אבל היא לא השיטה היחידה או היעילה ביותר לפתרון בעיות מסוג זה. כמו כן, הדוגמאות שהופיעו בספר נבחרו כך שניתן יהיה לפותרן בעשרת שיטה זו ולא משקפות מצבים או מספרים מציאותיים. זה הופך את הבעיות למלאכותיות ומחזקות את התחושה של התלמידים שאין קשר בין הבעיות הנלמדות בביה"ס לבין המציאות.

כל הגישה להוראה, שבאה לידי ביטוי בדוגמאות כאלה, היא שהידע הוא סך כל הדברים שאנו לומדים. כלומר, הידע המתמטי של הלומד הוא אוסף של עובדות ופרוצדורות מתמטיות שניתן להשתמש בהם באופן נכון ומהימן. כתוצאה מכך ההוראה התמקדה בתוכן והיא הוגשה במנות קטנות עם תרגול רב עד שליטה. 
במילים אחרות,  ההנחות התרבותיות מעוצבות על ידי ההתנסויות בביה"ס שבו לעשות מתמטיקה פירושו לעקוב אחרי הכללים שנקבעו על ידי המורה, לדעת מתמטיקה פירושה לזכור וליישם את הכלל הנכון כאשר המורה שואל שאלה, והאמת המתמטית נקבעת כאשר המורה מאשר את התשובה. 

מה שהתלמידים לומדים מכך הוא שיש רק דרך נכונה אחת לפתור בעיות, הדרך שהמורה מציג. כמו כן הם לומדים שהפתרונות לבעיות יסופקו להם על ידי המורה ושלא מצפים מהם להגיע לכך בעצמם. ולכן הם תופסים את המתמטיקה כידע שמועבר מן המומחים אליהם ועליהם לשנן אותו.

השלכה נוספת מהעובדה שבעיות כאלה הן "לא בעייתיות" היא שהיא גורמת לתלמידים להאמין שבמתמטיקה: א) צריך שיהיה לך שיטה מוכנה לפתרון כל בעיה שתינתן לך, ב) השיטה צריכה לתת תשובה לבעיה תוך זמן קצר.
בהערכה הארצית שנעשתה ב- 1983 בארה"ב, 

כמחצית מן התלמידים הסכימו עם ההיגד: "לימוד מתמטיקה זה בעיקר שינון". 

3/4  מהם הסכימו עם ההיגד: "כדי לעשות מתמטיקה צריך לתרגל הרבה על פי כללים".

9/10 מהם הסכימו עם ההיגד: "כשפותרים בעיות במתמטיקה תמיד יש כלל שאפשר לפתור על פיו".
כתוצאה מגישה כזו, תלמידים לא ינסו לפתור בעיות שעבורן אין להם שיטה מוכנה, או שיפסיקו לנסות אחרי דקות ספורות של חוסר הצלחה.

בעיה נוספת היא שהשיטה שהמורה או הספר מציעים, עלולה לסתור את הדרכים שהתלמיד ניסה אולי לפתח בעצמו. אחרי התנסויות כאלה, התלמיד מפסיק לנסות להבין את ההיגיון שבמתמטיקה ומתחיל להאמין שהמתמטיקה היא שרירותית ולכן נידרש לשנן אותה ללא הבנה.

הגישה החדשה להתייחסות למתמטיקה היא שהמתמטיקה עוסקת בחיפוש דפוסים.

המתמטיקה מגלה את הדפוסים החבויים ובכך מסייעת לנו להבין את העולם שסביבנו. מעבר לאריתמטיקה ולגיאומטריה, המתמטיקה של היום היא דיסציפלינה מגוונת העוסקת בנתונים, מדידות, ותצפיות מהמדע, ביחד עם היקשים, מסקנות והוכחות, ועם מודלים מתמטיים של תופעות טבע, התנהגות אנושית ומערכות חברתיות.

המחזור של נתונים – הסקה- יישום מתרחש בכל מקום שבו משתמשים במתמטיקה, החל ממשימות ביתיות כמו תכנון טיול ארוך במכונית, לבעיות ניהול מורכבות כמו תכנון מסלולי טיסה, או טיפול בתיק השקעות. התהליך של עשייה מתמטית הוא הרבה יותר מסתם חישובים או הסקת מסקנות, הוא כרוך בהתבוננות בדפוסים, בבדיקת השערות ובהערכת תוצאות. 

המתמטיקה היא מדע של דפוס וסדר. התחום שלו איננו מולקולות ותאים, אלא מספרים, מקריות, צורה, אלגוריתמים, ושינוי. כמדע של עצמים מופשטים, המתמטיקה נשענת על לוגיקה ולא על תצפיות כאמת מידה לאמת, אבל משתמשת בתצפיות, הדמיה, ואפילו ניסויים כאמצעי לגילוי האמת. 

בכך יש מעבר מנקודת המבט המסורתית על מרכיבי התוכן של המתמטיקה שצוינו קודם, למרכיבי התהליך של המתמטיקה, שהיא העשייה המתמטית. 
הדגש הוא על אופני חשיבה שהמתמטיקה מציעה, שהם בעלי עוצמה, רב-תכליתיים וכוללים: מודליזציה (modeling), הפשטה, אופטימיזציה, ניתוח לוגי, הסקה מנתונים, ושימוש בסמלים.
התנסות באופני חשיבה מתמטיים בונה עוצמה מתמטית – יכולת של המוח, בעלת ערך מתגבר בעידן הטכנולוגי, המאפשרת לקרוא באופן ביקורתי, לזהות סברות מוטעות, לגלות הטיות, להעריך סיכונים, ולהציע אלטרנטיבות. המתמטיקה נותנת לנו את העוצמה להבין טוב יותר את העולם עמוס המידע שבו אנו חיים.

השינוי העיקרי הוא שהמיקוד הוא על התהליכים במקום על התכנים המתמטיים, בתיאור של מהי מתמטיקה ומה התלמידים צריכים ללמוד ממנה. מבחינה זו מתמטיקה נתפסת יותר כמדע. המדע של דפוסים:  ניסיונות שיטתיים, המבוססים על תצפיות, מחקר, וניסויים, לקביעת האופי או העקרונות של קביעות במערכות המוגדרות באופן אקסיומטי או תיאורטי (מתמטיקה טהורה), או מודלים מופשטים של מערכות המסתמכות על  עצמים מציאותיים (מתמטיקה יישומית). הכלים של המתמטיקה הם: הפשטה, ייצוג סימבולי, והפעלה סימבולית.(כפי שצוין בהתחלה). 

השינוי השני הוא שהמתמטיקה לא תמיד מתקדמת מדדוקציה של קבוצה קטנה של אקסיומות. במקום זה, קהילת המתמטיקאים מחליטים מה יהיה אקסיומה, ומשנים את ההגדרות אם יש להן השלכות לא נעימות.
השינוי השלישי הוא שעשייה מתמטית הופך להיות פעולה שיתופית ולא יחידנית. זה מתנגש עם הגישה המסורתית שלנו אודות ידע. נהוג היה לחשוב על ידע כעל תוכן שנמצא במוחו של מישהו, כולל מבנים מנטליים ופרוצדורות. כיום הגישה רואה במתמטיקה "מקצוע" (practice) הכולל הבנה של השפה של המתמטיקה כמקצוע, ידע על השאלות החשובות שיש בתחום, שיטות ההנמקה הנחשבות כתקפות לצורך ביסוס תוצאות חדשות, ידע של המטרות הכלליות של המחקר המתמטי והערכה של קריטריונים למובהקות ואלגנטיות. 
כלומר, אספקטים מרכזיים של ידע מתמטי כיום, הם להסתכל מנקודת מבט מתמטית ולהשתייך לקהילה המתמטית, שהם כאמור תלויי תרבות. 

מכאן שכדי להיות בעל יכולת טובה לפתור בעיות במתמטיקה עליך לאמץ נקודת מבט של מתמטיקאי ולהשתייך לקהילה המתמטית. 

חלק II: מסגרת לחקירת חשיבה מתמטית   (קטעים נבחרים)
ישנה הסכמה כללית בין החוקרים לגבי החשיבות של חמשת ההיבטים הבאים של חשיבה (קוגניציה):

· בסיס הידע
· אסטרטגיות לפתרון בעיות
· פיקוח ובקרה
· אמונות ורגשות
· אימון
בסיס הידע
· המחקר בתהליכים קוגניטיביים התמקד בשנים האחרונות בארגון של ובנגישות ל- מידע הנמצא בזיכרון. הסוגיות שנידונו היו: 

· כיצד מידע מאורגן ומאוחסן במוח?

· מה נכלל בהבנה?

· כיצד יש ליחיד נגישות למידע הרלבנטי?

הרעיון המרכזי הוא שבני אדם הם 'מעבדים של מידע' information processors)) ושהם בונים במוחם ייצוגים סימבוליים של העולם. על פי דעה זו חשיבה על העולם ופעולה בתוך העולם כוללת פעולה מנטלית על הייצוגים, וביצוע פעולות בעולם החיצוני בהתאמה לתוצאות של העבודה הפנימית שנעשתה במוח. 

יש כאלה החולקים על גישה זו. יש גישה המאמינה בחשיבה מבוזרת (distributed cognition), הטוענת שלא נכון למקם את הידע בתוך הראש של היחיד. הידע מצוי, לדעתם, בקהילות ובמוצרים שלהן ובאינטראקציות שבין היחידים לסביבות שלהם (כולל אנשים אחרים). מושג קשור הוא קוגניציה תלוית הקשר (situated cognition) המבוסס על ההנחה שייצוגים מנטליים אינם שלמים ושחשיבה מנצלת את מאפייני העולם שבו היא נטועה ולא פועלת על הפשטה שלה. וגם אם מקבלים את הרעיון של ייצוגים קוגניטיביים פנימיים, הרי שיש היבטים רבים בנוגע לאופי ולתפקוד של ייצוגים. 
נניח שאדם מוצא עצמו בסיטואציה הדורשת שימוש במתמטיקה לצורך פירוש הסביבה או לצורך פתרון בעיות. כדי להבין את התנהגותו (כגון, באילו אפשרויות בחר, באילו דרכים פעל), יש צורך לדעת מהם הכלים המתמטיים העומדים לרשותו. כלומר, איזה מידע הרלבנטי לסיטואציה או הבעיה המתמטית יש לו , כיצד הוא משיג גישה למידע זה, וכיצד הוא משתמש בו. 
שונפלד מסביר שדברים אלו הם בלתי תלויים. אין קשר בין קיומו של מאגר מידע כלשהו, לבין הידע כיצד לגשת אליו ולהשתמש בו.  הוא מדמה זאת לספריה. דבר אחד זה לדעת שבספריה יש ספר מסוים, ודבר אחר זה לדעת איך למצוא אותו. 
אותו דבר קורה כאשר מעריכים את בסיס הידע שהיחיד מביא לסיטואציה של פתרון בעיות. בניתוח של תיפקוד בעת פתרון בעיות, הנושאים המרכזיים עוסקים על פי רוב במה שהיחידים יודעים (תכולת הזיכרון) וכיצד אותו ידע מתפרס. וכאשר מעריכים למשל, את קבלת ההחלטות בזמן פתרון בעיות, צריך לדעת אילו אפשרויות עמדו לרשות פותרי הבעיות. האם הם נכשלו במציאת אפשרויות מסוימות משום שהתעלמו מהן, או משום שלא ידעו על קיומן? במקרה  הראשון הקושי עשוי להיות מטא-קוגניטיבי, או אי יכולת לראות את הקשרים הנכונים, במקרה השני זאת בעיה של אי קיום הכלים הנכונים. מנקודת המבט של החוקר המנסה להבין את ההתנהגות של פותר הבעיה, המשימה העיקרית היא סימון בסיס הידע של הפותר. חשוב לציין בהקשר זה שבסיס הידע עשוי להכיל דברים שאינם נכונים. אנשים מביאים לסיטואציה של הבעיה תפיסות שגויות ועובדות שלא זכורות נכון, וחשוב להבין שאלה הם הכלים שעימם הם עובדים.
אינוונטר הידע (תכולת הזיכרון) כולל: 
· ידע לא פורמלי  ואינטואיטיבי;  
· עובדות, הגדרות וכדו' (מידע של נכון / לא נכון) 
· פרוצדורות אלגוריתמיות (שהתוצאות שלהן ידועות ומובטחות, אם מבצעים אותן נכון)

· פרוצדורות שגרתיות (פרוצדורות ידועות אבל לאו דווקא אלגוריתמיות המבטיחות שיביאו תוצאות); 
· יכולות רלבנטיות; 
· ידע אודות חוקי הדיון שבאותו תחום (למשל, שבגיאומטריה אוקלידית לא שופטים לפי מראה עיניים)
נגישות למשאבים (מבנה הזיכרון) – כיצד התוכן של הזיכרון מאורגן, נגיש ומעובד. 

איור מתוך Silver (1987)
הרעיונות העיקריים המופיעים באיור זה הם:
בני אדם הם מעבדים של מידע הפועלים על סמך קידוד הגירויים שהם חווים בעולם. 
המאגר הסנסורי (הנקרא גם זיכרון איקוני, כי רוב התכולה שלו הוא בצורת תמונות (images)) קולט כמות גדולה מאוד של מידע, אבל מחזיק בו רק לזמן קצר. חלק ממידע זה יאבד, חלק אחר יעבור לזיכרון העבודה. 
זיכרון העבודה (STM) הוא הזיכרון לטווח קצר ובו הדברים קורים. זיכרון העבודה מקבל את התכנים שלו משני מקורות: המאגר הסנסורי והזיכרון לטווח ארוך.  ההיבט הכי חשוב בזיכרון העבודה הוא יכולתו המוגבלת. ניתן להחזיק בו בכל פעם כשבע יחידות של מידע, כדי לפעול עליהן.  אבל כל אחת משבע (פלוס מינוס 2) היחידות יכולה להיות מורכבת למדי. לדוגמא, שחקן שח מקצועי יכול ל"צלם" לוח משחק באחד המהלכים שלו ומבחינתו זוהי יחידת מידע אחת. בעיית העומס על זיכרון העבודה יוצר קושי כאשר נדרשים לחשוב על מספר רעיונות בעת פתרון בעיות.
זיכרון לטווח ארוך (LTM) הוא מאגר הידע הקבוע שיש ליחיד. הסוגיות החשובות לגביו הן: מהו טיבו של הידע וכיצד הוא מאורגן לצורך נגישות ושימוש. חשוב להבחין בין "ידע של" (ידע הצהרתי) לבין "ידע איך" (ידע פרוצדורלי). הקשר בין השניים אינו ברור דיו.

ניתן להתייחס ליחידות הידע המתמטי כתסריטים, מבנים, או סכמות.
לדוגמה: הקריאו  לנבדקים התחלות של בעיות לפתרון, והם אמרו על סמך המילים הראשונות : זאת הולכת להיות כנראה בעיה מסוג... שניתן לפותרה בשיטה...

לסיכום, הממצאים מצביעים על החשיבות וההשפעה של בסיס הידע. יש טענה שלמומחים בתחום מסוים יש נגישות לכ- 50,000 יחידות מידע שנמצאות בזיכרון לטווח ארוך. מאחר שלנטוע מידע זה בזיכרון לטווח ארוך לוקח זמן הרי שכדי להיות מומחה בתחום מסוים נדרשים זמן רב והתנסויות רבות. כמו כן, הרבה ממה שנראה כשימוש באסטרטגיות, הינו למעשה הסתמכות על יחידות ידע מפותחות מסוג "במצב מוכר זה, עשה כך.."

יחד עם זאת לא צריך להעריך יותר מדי את התפקיד של סכמות כאלה משום שהן מתאימות רק למצבים מוכרים. במצבים לא מוכרים חייבים להפעיל אסטרטגיות. ומצבים לא מוכרים הם מה שמעניין את המתמטיקאים.

בכלל, הרעיון שניתן ללמד סכמות לכל דבר ולבסס את העשייה המתמטית עליהן, מסוכן ויכול להביא להתנהגות הנראית כמציגה יכולת, אבל מועדת לטעויות ולשכחה, כי אינה מבוססת על הבנה של העקרונות שבבסיס הפרוצדורות. 

אסטרטגיות לפתרון בעיות (היוריסטיקה – heuristics)

דיון באסטרטגיות לפתרון בעיות חייב להתחיל עם פויה (Polya). עבודתו אינה מיושמת רק במתמטיקה, אלא בתחומים רבים נוספים ובעיקר באינטליגנציה מלאכותית.

אבל  הרעיונות שלו אינם טריויאליים ולא ניתנים ליישום בקלות.

דוגמאות לאסטרטגיות היוריסטיות של פויה הן: 

· שימוש באנלוגיות
· שימוש באלמנטים מסייעים
· פירוק והרכבה מחדש
· אינדוקציה
· ייחודיות
· גיוון (ואריאציה)
· הליכה לאחור
אין ספק שלאסטרטגיות ההיוריסטיות של פויה יש תוקף נראה (face validity) כאשר מתבוננים באופן שבו מתמטיקאים מומחים פותרים בעיות. אבל, לא נמצאו עדויות שניתן להשתמש באסטרטגיות אלה ככלים  לקידום פתרון בעיות. כאשר נעשה ניסיון ללמד אסטרטגיות אלה לתלמידים, הם התקשו לעשות העברה לתחומים חדשים. 
מחקרים שניסו לגלות מהן האסטרטגיות שבהן משתמשים תלמידים בבואם לפתור בעיות, התקשו לקבל מידע מוכלל ופשוט. נראה שהאסטרטגיות הן אישיות וספציפיות לתלמיד / לבעיה. 

לדוגמה, לגבי האסטרטגיה "בחן מקרים ספציפיים של הבעיה ועל פיהם נסה לעשות הכללה" - שונפלד מביא דוגמאות של שלוש בעיות שבהן ניתן להשתמש באסטרטגיה זו, אבל לא ברור איזה סוג של דוגמאות מתאים לקחת עבור כל בעיה. מה שטוב לבעיה אחת ויכול להוביל לפתרון, לא יעזור בבעיה השנייה ובבעיה השלישית. עבור כל אחת מהבעיות צריך להפעיל את האסטרטגיה באופן שונה, וניתן גם למצוא דרכים נוספות. כלומר, האסטרטגיה ההיוריסטית של פויה כללית מדי ולא ברורה.

הצעות אחרות לאופן שבו יש ללמד אסטרטגיות הן:

1. הפוך תהליכים סמויים לגלויים
2. גרום לתלמידים לדבר על התהליכים
3. ספק אימון מודרך
4. וודא שפרוצדורות שכלולות בבעיות נלמדו היטב
5. הדגש הן הבנה איכותית והן פרוצדורות ספציפיות
פתרון בעיות בתוכנית הלימודים של בית הספר:
בבתי הספר על פי רוב, מורים מלמדים מתמטיקה על ידי: הסברת החומר, פתרון בעיות על הלוח, ומתן בעיות לתלמידים לפתור בעצמם על סמך הדוגמאות שהמורה הראה על הלוח.
התלמידים מתרגלים פרוצדורות שנלמדו ולא מתבקשים להתמודד עם משימות חדשות ולא מוכרות. כאשר מוצגים בספרי הלימוד בעיות מיוחדות הן נחשבות כמשהו מאתגר או כפרס למי שסיים את המטלות האחרות. המסר לתלמיד הוא: "אתה יכול לנוח מעט ממה שהוא באמת מתמטיקה וליהנות קצת".  בספרי לימוד אחרים, פתרון בעיות הוא בעצם תרגול של החומר המתמטי שנלמד לפני כן. התלמידים מקבלים אסטרטגיות המתאימות לפתרון אותן בעיות, צריכים לתרגל אותן ונבחנים עליהן.  יש לציין שכאשר אסטרטגיות נלמדות באופן כזה, הן כבר לא היוריסטיות, כפי שפויה התכוון, אלא הן אלגוריתמים. פתרון בעיות, עפ"י פויה, הוא היכולת להתמודד עם משימות חדשות ולא מוכרות, כאשר שיטות הפיתרון הרלבנטיות אינן מוכרות. כאשר מתרגלים את התלמידים בשיטות לפיתרון, הם אינם מפתחים את הכישורים הרחבים שפויה ומתמטיקאים שחשיבה מתמטית יקרה להם, חושבים עליהם.  
הניסיון ללמד תלמידים אסטרטגיות היוריסטיות קשה גם למורים:

מבחינה מתמטית – המורים צריכים לשים לב לגישות השונות של התלמידים, לבדוק אם הן מסייעות לתלמידים ואם לא, לחשוב מה כן יכול לסייע להם.
מבחינה פדגוגית – המורה צריך להחליט מתי להתערב, ואילו הצעות יעזרו לתלמידים מבלי לקחת מהם את מציאת הפתרון, ולעשות זאת עם כל תלמיד או קבוצת תלמידים בנפרד.
מבחינה אישית – המורה עשוי להיות לפעמים בעמדה של לא יודע. לעבוד היטב מבלי לדעת את כל התשובות דורש ניסיון, ביטחון ומודעות עצמית. 
כלומר, פתרון בעיות אמיתי הוא התמודדות תובענית הן לתלמידים והן למורה, אבל הרבה יותר מתגמל מאשר החיקוי העלוב שלו הנעשה במרבית בתי הספר כיום.

וויסות עצמי, פיקוח ובקרה

וויסות עצמי, פיקוח ובקרה נכנסים תחת הקטגוריה של מטא-קוגניציה. זהו משאב חשוב בתהליך של פעילות קוגניטיבית ושל פתרון בעיות.

במהלך פעילות קוגניטיבית  או פתרון בעיה יכול להיווצר מצב שבו יש תחושה של בלבול וחוסר הבנה. צריך לעצור ולהחליט אם חוזרים כמה צעדים לאחור, או להתחלה, או מנסים להבין וכדו'. כלומר, במהלך הפעילות האינטלקטואלית, עושים מעקב על האופן שבו הדברים מתנהלים ובהתאם מחליטים אם להמשיך, או לעצור ולעשות שינוי. פיקוח והערכה של תהליך תוך כדי התרחשותו, והתנהגות המגיבה להערכה שנעשתה, הם המרכיבים של וויסות עצמי. 
מחקרים מראים שהיכולת להפעיל וויסות עצמי גדלה עם הגיל. 
במילים פשוטות: זה לא רק מה אתה יודע, זה גם איך, מתי  והאם אתה משתמש בזה. 

שונפלד מביא דוגמה לקורס שהוא נתן לתלמידי קולג' בפתרון בעיות. הוא בדק כיצד ניגשו לפתרון בעיות בתחילת הקורס והשווה זאת לאופן שבו התמודדו עם פתרון בעיות בסוף הקורס 

(איורים 3-5). בתחילת הקורס התלמידים הקדישו זמן קצר לקריאת הבעיה ואת מרבית הזמן לניסיון לפתור אותה בדרך מסוימת, לפעמים בהצלחה ולרוב ללא הצלחה. בסוף הקורס הם הקדישו זמן קצר לקריאת הבעיה, ניסו לפתור בדרך מסוימת, כשלא הצליחו, עצרו לתכנן, ניסו שוב לפתור, עצרו שוב לתכנן , פתרו ולבסוף ערכו בדיקה. 

הדרך שבה לימד אותם לשפר את יכולת הוויסות העצמי שלהם הייתה בכך שנהג לשאול אותם שלוש  שאלות, בשעה שפתרו את הבעיות:
· מה בדיוק אתם עושים? (האם תוכלו לתאר זאת בדייקנות?)
· מדוע אתם עושים זאת? (כיצד זה משתלב בפיתרון הבעיה?)
· כיצד זה עוזר לכם? (מה תעשו עם התוצאה, כאשר תקבלו אותה?)
בהתחלת הקורס התלמידים התקשו לענות על שאלות אלה. בהמשך למדו לשאול את עצמם את השאלות ואף לענות עליהן. 

כלומר, כתוצאה מקיום תהליכי וויסות עצמי, התלמידים נתנו לעצמם הזדמנות לפתור את הבעיה. חלק גדול מתהליך פתרון בעיות הוא עניין של מזל ושל ניחוש. מה שמנתב אותם הוא הוויסות העצמי. 

הצעה לפעולות הוראה לקידום פתרון בעיות
(מעובד מתוך Lester, Garofalo & Kroll 1989, )

	התנהגות המורה
	
	מטרה

	
	לפני
	

	1. קרא את הבעיה.. דון במילים או בביטויים שאולי לא מובנים לתלמידים 
	
	להדגים את החשיבות של קריאה יסודית,

להתמקד באוצר מילים מיוחד



	2. ערוך דיון כיתתי המתמקד בחשיבות של הבנת הבעיה 
	
	להתמקד במידע חשוב,
לבצע תהליך הבהרה



	3. (אופציונלי) ערוך דיון כיתתי לגבי אסטרטגיות אפשריות לפתרון הבעיה

	
	לעורר רעיונות לדרכים אפשריות לפתרון הבעיה

	
	במהלך
	

	4. צפה ושאל תלמידים כדי לקבוע האם הם מבינים

	
	לאבחן חוזקים וחולשות

	5. ספק רמזים אם נדרש

	
	לעזור לתלמידים לעבור מכשולים

	6. ספק הרחבות לבעיה אם צריך
	
	לאתגר תלמידים שסיימו קודם, להגיע להכללות



	7. דרוש מתלמידים שהגיעו לפיתרון "לענות על השאלה"
	
	לדרוש מהתלמידים לעבור על עבודתם ולוודא שהיא הגיונית


	
	אחרי
	

	8. הראה ודון בפתרונות
	
	להראות ולשיים אסטרטגיות שונות



	9. התייחס לבעיות שנפתרו קודם או בקש מהתלמידים לפתור הרחבות
	
	להדגים יישום כללי של האסטרטגיות לפתרון הבעיה



	10. דון במאפיינים מיוחדים, כגון, תמונות
	
	להראות כיצד מאפיינים עשויים להשפיע על הגישה


במחקר  שנעשה על פי דגם זה, ההוראה כללה בעיות שגרתיות ובעיות לא שגרתיות. 
דוגמה לבעיה שגרתית שנועדה לאפשר לתלמידים להתנסות בתרגום היגדים מילוליים לביטויים מתמטיים:

לאורה ובת' התחילו לקרוא אותו ספר ביום שני. לאורה קראה 19 עמודים ביום, ובת' קראה 4 עמודים ביום. באיזה עמוד היתה בת' כאשר לאורה היתה בעמוד 133?

הבעיות הלא-שגרתיות כללו בעיות שאין עבורן אלגוריתם סטנדרטי לפיתרון ובעיות עם נתונים עודפים או חסרים. ההוראה התמקדה בבעיות שהתאימו לאסטרטגיות מסוימות (נחש ובדוק, הליכה לאחור, חיפוש דפוסים).
המסקנות שהניב מחקר זה הן:

· ישנה אינטראקציה דינמית בין מושגים לתהליכים מתמטיים שבהם משתמשים לפתרון בעיות (כולל תהליכים מטא-קוגניטיביים). כלומר, תהליכי בקרה ומודעות לתהליכים קוגניטיביים מתפתחים ביחד עם ההבנה של המושגים המתמטיים.
· כדי לשפר את הביצוע של תלמידים בפתרון בעיות, הם צריכים להתנסות בפתרון מגוון של סוגי בעיות על בסיב קבוע ולאורך זמן. 
· הוראה למטא-קוגניציה הכי יעילה כאשר היא מתרחשת בתוך קונטקסט של התחום הנלמד.
· הוראה לפתרון בעיות בכלל ולמטא-קוגניציה בפרט, הכי יעילה כאשר היא נעשית באופן שיטתי  ומאורגן תחת הכוונה של המורה.
· קשה למורה למלא תפקיד של מפקח, מקדם, ומדגים, במציאות הכיתתית, במיוחד כאשר לתלמידים יש קשיים בידע של חומר בסיסי. 
· אין ביטחון שעבודה בקבוצות קטנות אכן יעילה. נושא זה דורש מחקרים נוספים. 
· שיטות ההערכה צריכות לתגמל ולעודד את סוגי ההתנהגות שאנו מעוניינים שהתלמידים יבצעו. 
שברים (מתוך: ספר מתמטיקה של Milne משנת 1897)


כמה יעלה לחרוש 32 אקר של אדמה במחיר של 3.75$ לאקר?


פתרון: 3.75$ הם 3/8 של 10$. במחיר של 10$ זה יעלה 320$, אבל מאחר ש- 3.75$ הם 3/8 של 10$, זה יעלה 3/8 מ- 320, שהם 120$.


כמה יעלו 72 כבשים במחיר של 6.25$ לכבש?


וכו' וכו'...











בעיה





משימה





סביבה





מאגר סנסורי


גירוי:


ויזואלי


שמיעתי


תחושתי





זיכרון עבודה


תהליכים ברמת מטא:


תכנון


פיקוח


הערכה





ייצוגים מנטליים





זיכרון לטווח ארוך


ידע מתמטי


ידע מטא-קוגניטיבי:


אמונות אודות מת' ואודות עצמי


ידע אודות העולם האמיתי





פלט
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